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Resumen del curso:
1) Revision de RG.
2) Agujero negro de Schwarzschild + introd. al Maple.

3) Comandos basicos del GRTensor. AN de R-N y Kerr.
Rutinas de simplificacion del GRTensor.

4) El modelo cosmologico estandar: cosmografia y dinamica.
5) Descripcion 3+1 de la geometria de FLRW: cantidades

cinematicas. Definicion y propiedades de tensores en el
GRTensor.

6) La aceleracion del universo: energia oscura, teorias
alternativas, modelos inhomogéneos.



0) Resumen del curso.

1) Revision de RG.

El Principio de Equivalencia.

Teorias métricas de la gravitacion.
Ecuaciones de la Relatividad General.

Tensores.
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El Principio de Equivalencia

G. Galilei (1590): 1a aceleracion en la caida libre es la misma para todos
los cuerpos, independientemente de su composicion.

Propriedad exclusiva de la gravitacion
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Elevador con relacion a la Tierra

El objeto cae con aceleracion g Elevador con aceleracion g
(indep. de su composicion) para arriba (lejos de la Tierra)

El objeto cae con aceleracion g
(indep. de su composicion)

)
“PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA“

un campo gravitacional es localmente equivalente
a un sistema de referencia acelerado
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Consecuencia: el campo gravitacional puede ser anulado .

El ascensor esta inicialmente suspendido por um cable que se rompe.
El observador “flota” com relacion al ascensor, asi como cualquier objeto suelto por €l.

la influencia del campo gravitacional puede ser anulada

las leyes de la fisica son aquellas validas em el e-t
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Pero...

La gravitacion solo puede ser anulada
localmente.

Globalmente,

Centre of
Earth
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De forma mas precisa,

Principio de equivalencia de Einstein:

* Principio de Equivalencia D¢ébil: La trayectoria de cualquier
cuerpo de prueba no depende de su estructura interna.

(Un cuerpo de prueba es aquel que tiene energia gravitacional newtoniana despreciable, y dimensiones
mucho menores que las de las inhomogeneidades del campo gravitacional).

* Invariancia Local de Lorentz: el resultado de cualquier experimento local
no gravitacional es independiente de la velocidad del sistema em caida libre
en el que es realizado.

* Invariancia Local de Posicion: el resultado de cualquier experimento local
no gravitacional es independiente de donde y cuando sea realizado.

(Un experimento local no gravitacional es aquel realizado en un sistema inercial local y para el cual
los efectos gravitacionales newtonianos son despreciables).
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r——
Theoryand
experiment in

FEMIEL RIS

Es posible mostrar que si el PEE es valido, x

Cualquier teoria que describa a la gravitacion debe
necesariamente asociar una métrica a la variedad que representa al e-t.

La linea de universo de cualquier cuerpo de prueba es una geodésica
de tal métrica (“acoplamiento universal”).

Como existe evidencia suficiente apoyando la validez del PEE (C. Will, LRR, 2014),
es natural trabajar con teorias métricas de la gravitacion.

Las teorias métricas pueden incluir campos gravitacionales diferentes del tensor
métrico, de forma tal que solo la métrica determina el movimiento de cuerpos de prueba
(no se acoplan con la materia en la accion).

Ejemplos: Brans-Dicke, TeVeS.

Ejemplo de teoria no métrica: “Einstein-ather gravity” (Jacobson, 2007).

1 . AP P e
/ v—g (R+K,, Vu"'Vyu')d Tx.

loenG .
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EEP — teoria métrica (justificacion parcial)

OE® d2at r"zgx

m“ dr? m‘* 51; cfr dr
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d [(0E* dat

0% da* dx’

oxt ox¥ dr dr

Simbolos de Christoffel

(pero falta asociar los I' a la gravitacion).
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Tensores

> (A% A, A, A%)={A"}

Definicion provisoria de vector com relacion al
Convencion de Einstein sistema coordenado O, que incluye la ley de

Af = A ﬁﬂ A‘B. transformacion al sistema O'.

e‘u;(l,o,l},{}), 52-3(0,0,1,0),

Con relacion a una base E; como
por ejemplo é,-(0,1,0,0), é;~(0,0,0,1).

o
1]

A%é

A“:AUEU'+'A]E| +AIE-I+AEEE,
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Consideremos

A-B=A"BP(E, é,)

Definimos entonces el tensor métrico

— -

En'. EE - 1?“'3,

De forma tal que (en un e-t plano y en coordenadas cartesianas)

‘_T ‘ E _ J_;lﬂ j'ﬂ . ‘-;11 Bl . ‘_1::.*_[;::.* . J_;-lE'nBE'.
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ds® =dt* —dx* —dy* —dz* =n,, dx"dx"

El tensor métrico puede ser pensado como una regla que asocia un nimero a
cada par de vectores, dado por el resultado del producto escalar.

Definicion: un tensor del tipo (0,N) es una funcion que aplica N vectores
en un numero real, que es linear en cada uno de los N argumentos.

Ejemplo: el tensor métrico es del tipo (0,2), y es linear, ya que
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Una notacion posible es

g(aA + BB, C)= ag(A, C)+g(B, 0),

La correspondencia es independiente de la eleccion del sistema coordenado.

Definimos las componentes de un tensor (0,N) en el sistema de referencia

O como los valores de la funcion cuando sus argumentos son los vectores de
la base elegida para O.

Ejemplo:

(base cartesiana)
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Ejemplo: tensores (0,1) (o 1-formas, o vectores covariantes)

p(A) da como resultado un numero real

Componentes

De forma tal que

F(A) = p(A"E,)
= A°B(&,),

= A%+ A'p, +A’p, + A’p,.
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Ejemplo: tensores (0,2)

Tensor

simetrico

Tensor
antisimeétrico

f(A, B) =f(A"¢,, B’¢,)
= A“BP#(&,, &;)
= A“B*f,,.
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Cualquier tensor puede descomponerse em la forma

huﬂ :%ihaﬂ + hﬂﬂ}+%[hﬂﬂ - hﬂa)

= R upy + Prap).

[.a métrica establece una relacion biunivoca entre las 1-formas
y los vectores:

Sigue que
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Todo esto es valido también para una base diferente de la

_ 1 0
(.gaﬂ)palur = (0 r:)s

cartesiana, con la métrica definida por

De hecho, esto nos permite definir a un vector em términos
de una 1-forma (de hecho, son “duales”):

y podemos entonces considerar a los vectores como un tipo
de tensor.
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Definicion: un tensor del tipo (M,0) es uma funcion de M 1-formas en los
numeros reales, que es linear em cada uno de los M argumentos.

Tensores em general:

Definicion: un tensor del tipo (M,N) es uma funcion linear de M 1-formas y
N vectores en los numeros reales.

es un numero real

Ejemplo: si R es un tensor (1,1), [;1§7F

y las componentes de R vienen dadas por |RSCEEEZI A 9
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Leyes de transformacion de las componentes de una 1-forma

Campo escalar ¢ = ¢(x")

Ut es el tangente a la linea de
universo, parametrizada por T.

d6_a6 di 3¢ dx o6 dy 3 dz
dr dt dr ox dr {'iy dr o9z dr

:5‘ 3
RETRAr™ ay Moz

— U~

d¢/dt aplica al vector U em un ntimero real: es una 1-forma, de
componentes

(0¢/dt, 0¢/0x, 8¢/ 0y, 0/ 0z)

ad 8(;5 Hq& dd
a"f} (6£ ax’ oy’ az)

FCAGLP 2019 duees la inversa de la transformacion
de los vectores.



Ejemplo: coordenadas polares en R °.

. o0x +3y .
€g=—2~8 +—8¢,
® 50 00

=—rsin 8 &, +rcosbé,.

Los vectores de la base polar cambian con
relacion a los de la base cartesiana.
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A partir de

r

1 0
tenemos que (8ap) polar = (0 z)s

Como los vectores de la base no son constantes ,
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Vector
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Definimos

de forma tal que

es un tensor (1,1): derivada covariante

(VV) ' =(VV)" = Vo,
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Com la derivada covariante podemos definir el transporte paralelo de un vector
sobre la curva con vector tangente ¢ :

Dados dos vectores v y w exigimos que su producto escalar sea constante
sobre cualquier punto de la curva cuando los vectores son transportados
paralelamente:
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En el caso de una 1-forma,

(vﬂﬁ)a = {vﬁ)aﬂ = pr:r:ﬁ = pa,ﬂ —_ppr“uﬂ‘

En el caso general,

VT, =Top— TaT s — Tul .5 (%)
vﬂA.ﬂp — Auv,ﬁ +Aavrpﬂﬂ +A#“]""ﬂﬁ; (2,1)
VsB*, = B*, ;4B T* ;—B*.T", (1,2)
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Cual es la relacion entre la métrica y los Christoffels?

g-:tﬂ.u = r pcxu g:-,-ﬂ + Fpﬂn gafw
gnu,ﬁ = Fyafﬂ gr.*,u- +rpp.ﬁgav1
_gﬂp,n = —-r F‘Ba gpg -I p.u.n gﬁ:ﬂ

%gaT{gnB,p +gnp,ﬂ _gﬁ.u.,a) = rTﬁp*

FCAGLP 2019



Curvatura
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Cual es la relacion entre el tensor de Riemann y la curvatura?

Propiedades
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) . A
'h'.ﬂ.,uvn:;n + 'Rﬁ.;u;v;x + 'Rﬂ._uxr;;v = 0

(R* — 1¢"'R)., = 0

/i

{"_T'.ll-u.-" = ﬁ-‘.l'—tl-- _ Tl}”..ll-tl jf_ll
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Tensor de Weyl

, 1
(_ aB3~vd = L) ald~sd — o[~ L},i 3 —I_ ”5 [~ L} Al + a L}” o[~ g al3-
| | | | 3 | !

describe al “campo gravitacional libre” RHY — ;_.-;P VR = g THV

e
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Relacion entre la curvatura y el transporte paralelo
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Tetradas (vierbein) — Relacion entre las coord. globales y locales

Localmente es posible elegir sobre una linea de
universo dada un conjunto de cuatro vectores
ortonormales (“sistema de referencia del laboratorio”)
que satisfacen

El cambio entre la base del sistema x* y la del sistema
local viene dado por

Tétradas o
vierbein
Las cantidades medidas en el laboratorio corresponden
a proyecciones de los 4-tensores correspondientes
sobre la base del sistema local.
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Proyeccion:

Importante a la hora de calcular por ejemplo las “fuerzas de marea” para
determinar el comportamiento local del campo gravitacional.
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Desvio geodésico
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sphere
of particles

ellipsoid
of particles
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Ecuaciones de Einstein

Sistema de 10 ecuaciones diferenciales no lineares acopladas para los

coeficientes de la métrica.
Debido a las identidades de Bianchi,

Gaﬁ;ﬂ =0

las 10 ecs. se reducen a 6.

Note que el problema de Cauchy para las ecuaciones de Einstein esta bien determinado (d'Inverno).
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“curva” a la geometria del espacio-tiempo

La materia

La geometria gobierna el movimiento de las particulas
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M: Espacio-teimpo curvo
T,: Espacio-tiempo plano (de Minkowski) tangente a M em el punto P

ds® = g (X )dx"dx" g (xp) =N
1

g,,(x) es solucion de las ecuaciones de Einstein:

R, —ER&N =
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Hyperbola

Teoria de la Gravitacion Ellipse

de Newton:

Parabola

El Sol Jupiter Enana blanca (NGC 2440)
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